Logische Grundlagen1Pr�dikaten- und Hornlogik¥Syntax¥Semantik: Struktur, Modell¥Folgerung¥Ableitung

Logische Grundlagen2FormalisierenFormalismusTerme: Konstante, Variable, FunktionenFormeln: w, f, Aussagensymbole, Atome, Quantoren undAtome, Junktoren und AtomeSignatur (Basis)bestimmte Konstante, Variable, Funktionssymbole,Pr�dikatensymbolemit bestimmten SortenStruktur (Interpretation, Weltausschnitt, conceptualization)Objekte (universe of dicourse), in Sorten eingeteiltOperationenPr�dikateFormeln einer Signatur - wohlgeformt gem�§ Formalismus - gˇltig, erfˇllbar, widersprˇchlich gem�§ Strukturenwirkliches Problem (Welt)InterpretationModellSyntaxSemantik

Logische Grundlagen3Syntax¥PS: Pr�dikatensymbole/Stelligkeitp/n: s1, ..., sn¥FS: Funktionssymbole/Stelligkeitf/n: s1, ..., sn¥Terme: Variablen, Konstante einer Sorte, Funktionensind Terme.Ist f/n: s1, ..., sn --> s in FS, T1, ..., Tn,T sind Terme,so ist f(T1, ..., Tn ) ein Term der Sorte s.

Logische Grundlagen4Wohlgeformte Formeln¥Wahrheitswerte und Aussagensymbole¥Wenn p/n in PS und T1, ..., Tn Terme passender Sorte,dann sindp (T1, ..., Tn ) und Â p (T1, ...,Tn ) Literale.¥Ist V eine Variable und A ein Literal, so sind "V Aund $V A Formeln (Literale).¥Sind A und B Formeln, so sind ÂA, A v B, A & B,A-->B, A <--> B Formeln.¥Das sind alle Formeln.

Logische Grundlagen5Normalformen¥Alle pr�dikatenlogischen Formeln k˚nnen in eineNormalform durch wahrheitserhaltende Manipulationenˇberfˇhrt werden. Wenn in einer Form nicht alleFormeln dargestellt werden k˚nnen, ist es keineNormalform.¥Konjunktive Normalform:(A 1,1 v ... v A 1,n) & ... & (A m,1 v ... v A m,j )In einer Disjunktion darf kein Literal doppeltvorkommen, auch nicht mal positiv, mal negiert!¥Pr�nex-Normalform:erst die Quantoren, dann der Rest

Logische Grundlagen6Klauseln¥(A 1,1 v ... v A 1,n) schreiben wir auch als Menge{A 1,1 , ... , A 1,n } und nennen das Klausel.¥In Klauseln darf ein Literal positiv und negiertvorkommen¥{} ist falsch (f).¥{p, Âp} ist allgemeingˇltig (w).

Logische Grundlagen7Hornklauseln¥Hornklauseln sind Klauseln mit nur einem positivenAtom.¥Hornklauseln sind keine Normalform:eltern(X,Y) --> vater(X,Y) v mutter(X,Y)eltern(X,Y), Âmutter(X,Y) --> vater(X,Y)nicht darstellbar.¥Hornprogramm ist eine Konjunktion von Hornklauseln.¥Wo sind die Quantoren geblieben?

Logische Grundlagen8Quantoren¥Klauseln mit einem positiven Literal sind implizit all-quantifiziert{ " X,Y: Âmutter(X,Y), elter(X,Y)}Wenn es nur den Allquantor gibt, kann er weggelassenwerden.¥Anfragen sind implizit existenzquantifiziert.{" X: Âmutter(X, uta), Âfrau(X)} º $ X: mutter(X,uta) & frau(X)¥Und wo bleiben Kombinationen?" X1, ..., Xn $ Y p(X,Y) Skolemisierung!

Logische Grundlagen9Signatur¥Eine Menge von Sorten- und Objektsymbolen sowieFunktions-, Aussagen- und Pr�dikatssymbolen mitArgumenttypen aus diesen Sorten hei§t Signatur.¥Beispiel Signatur S1:Sorte: sKonstante: a, c der Sorte sVariable: X der Sorte sOperationssymbol: next: s --> sPr�dikatensymbol: lt: s,s

Logische Grundlagen10Struktur¥Eine Struktur M wird durch Objekte verschiedenerSorten sowie durch Funktionen und Pr�dikate daraufgegeben.¥Die Objekte der Sorte s bilden den nichtleeren BereichMs der Sorte s.¥Eine Funktion auf M ist f/n: Ms1 x ... x Msn --> Ms,wobei s1, ..., sn, s Sorten sind.¥Ein Pr�dikat auf M ist p/n: Ms1 x ... x Msn --> {w,f},wobei s1, ..., sn Sorten sind.

Logische Grundlagen11Beispiele¥Struktur M 1:Objekte der Sorte natˇrliche Zahl, NKonstante: 0, 2Operation: next(N), wobei next(N) = N + 1Pr�dikat: lt(N, N’), wobei N < NÔ¥Struktur M 2:Objekte der Sorte Wochentag, T: {Montag, Dienstag, Mittwoch,Donnerstag, Freitag, Samstag, Sonntag}Konstante: Sonntag, DienstagOperation: next(T), wobei next(Sonntag)=Montag, next (Montag)= Dienstag,...Pr�dikat: lt(T, T’), wobeilt(Montag, Dienstag), lt(Montag, Mittwoch), ... lt(Dienstag, Mittwoch), lt(Dienstag,Donnerstag),... ... lt(Samstag, Sonntag), lt(Samstag, Montag),...

Logische Grundlagen12Interpretation¥Eine Interpretation ist eine Abbildung von einerSignatur auf eine Struktur.¥Beispiel I(S1) = M1:s --> Na --> 0, c --> 2next(s) --> next (N)lt(s,s) --> lt (N, N’)

Logische Grundlagen13Beispiel 2¥Beispiel I(S2) = M2:s --> Ta --> Sonntag, c --> Dienstagnext(s) --> next (T)lt(s,s) --> lt (T, T’)

Logische Grundlagen14Modell¥Sei A eine Formel mit den Variablen V1, ..., Vn und Meine Struktur passender Signatur. Die Formel A gilt inM, wenn fˇr alle Objekte a1, ..., an in M passender Sortendie Formel A mit s = {V1 / a1, ..., Vn / an} in M wahr ist.¥Eine Formelmenge X gilt in M, wenn alle Formeln ausX in M gelten.¥Gilt A bzw. X in M, so hei§t M ein Modell von X bzw.A.

Logische Grundlagen15BeispielSignatur S1Struktur M1Formel A:Term t: next(next(c))Atom p: lt (a, next(next(c)))Formel: " X | lt(X, next(X)) v Â lt(a, next(next(c)))Auswertung:wert(t) = 4wert(p) = wwert(A) = wSubstitutionen: {X/a, X/c, X/next(a), X/next(next(a)),... X/next(c), X/next(next(c)),... }M1 ist ein Modell fˇr A.

Logische Grundlagen16Beispiel 2Signatur S2Struktur M 2 (a --> Sonntag, c --> Dienstag)Formel A:Term t: next(next(c))Atom p: lt (a, next(next(c)))Formel: " X | lt(X, next(X)) v Â lt(a, next(next(c)))Auswertung:wert(t) = Donnerstagwert(p) = wwert(A) = wSubstitutionen: {X/a, X/c, X/next(a), X/next(next(a)),... X/next(c), X/next(next(c)),... }M2 ist ein Modell fˇr A.

Logische Grundlagen17noch mehr!¥Wir k˚nnten uns noch mehr Interpretationen undStrukturen fˇr dieselbe Signatur ausdenken.¥Wir k˚nnten noch mehr Modelle fˇr A finden.¥Oft gibt es unendlich viele Modelle fˇr eine Formel (-menge).¥Modelle k˚nnen unendlich sein (s. M1 mit derInterpretation von next)!

Logische Grundlagen18(Un-)Erfˇllbarkeit,Allgemeingˇltigkeit¥Wenn ich ein Modell finde, ist die Formel erfˇllbar.¥Wenn es keine Struktur gibt, in der die Formel nichtgilt, ist sie allgemeingˇltig.¥Wenn es kein Modell gibt, ist die Formel unerfˇllbar =widersprˇchlich.

Logische Grundlagen19Wie findet man Modelle?Wir haben eine Signatur.Wir betrachten nur Strukturen,¥in denen die Objekte genau die variablenfreienTerme aus den Formeln sind: Interpretation(t) = t;¥in denen diejenigen Operationen sind, mit denenwir die Terme aufbauen.Wir nehmen an, da§ es zu jeder Sorte einen Grundtermgibt oder erweitern die Signatur um eine Konstanteder Sorte.So basteln wir uns eine Struktur aus einer Signatur, dieuns ja bekannt ist.Leopold L˚wenheim (1915),Thoralf Skolem (1929),Jacques Herbrand (1930)

Logische Grundlagen20HerbrandstrukturHerbranduniversum: Grundterme der Signatur der Sorte s fˇr die ObjekteFunktionen: f(t1, ..., tn) der Sorte s fˇr f: s1, ..., sn --> s, wobei t1 der Sorte s1 angeh˚rt, usw.Termalgebra:Pr�dikate sind Funktionen mit dem Wertebereich {w, f}.... hat Signatur, die nur aus Grundtermen und termbildendenFunktionen besteht.... ist eindeutig bestimmt!Will man doch Pr�dikate haben, so sind alle Herbrandstrukturenfˇr eine Signatur verschiedene Festlegungen auf demHerbranduniversum fˇr die Pr�dikate (Tupel).

Logische Grundlagen21Herbrandstruktur zu S1 fˇr A¥Herbranduniversum: a, cnext(next(c ))) --> next(next(c))¥wert(lt (a, next(next(c))))= {lt(a, c), lt(next(a), next(next(a)),lt(c, next(c))}beliebige Festlegung, alle nicht aufgefˇhrten Tupel gelten nicht.Man nennt dies auch die Menge der Grundatome.¥wert(" X | lt(X, next(X)) v Â lt(a, next(next(c))) )=wDiese Herbrandstruktur ist ein Modell fˇr A.

Logische Grundlagen22Herbrandstrukturen und andere¥Eine andere Menge von Grundatomen ist eine andereStruktur.¥Eine Herbrandstruktur ist durch die Signatur und dieMenge von Grundatomen eindeutig bestimmt.¥Eine Herbrandstruktur zu einer Menge X vonGrundatomen ist eine Modell von X.¥Ist M Modell einer Formelmenge X, so gibt es eineentsprechende Herbrandstruktur, die ebenfalls einModell von X ist.

Logische Grundlagen23Herbrands Satzfˇr endliche Formelmengen¥Eine Formelmenge ist widersprˇchlich gdw. eineendliche Menge ihrer Grundbeispiele widersprˇchlichist.¥Man z�hlt also alle Teilmengen aller Grundbeispieleauf und prˇft, ob sie widersprˇchlich sind.¥Wenn die Menge der Grundbeispiele endlich ist, istdies ein Entscheidungsverfahren fˇr dieWidersprˇchlichkeit,sonst ein Semi-Entscheidungsverfahren.

Logische Grundlagen24Theorembeweiser¥Wenn eine Formelmenge widersprˇchlich ist, findet dasSemi-Entscheidungsverfahren dies heraus;¥wenn die Formelmenge nicht widersprˇchlich ist, findetes dies vielleicht nicht.¥Semi-Entscheidungsverfahren hei§en auchTheorembeweiser.

Logische Grundlagen25FormenPr�nex-NormalformQ1 X11, ..., X1n ... QmXm1, ..., Xmk AWenn es nur

Allquantoren gibt, k˚nnen wir sie weglassen. " X p(X) = p(X)Wie aber bekommen wir die

Existenzquantoren weg?Skolemisierung!

Logische Grundlagen26FormenÂ $ X A ist identisch mit " X Â A$ X p(X) ist erfˇllbarkeitsgleich mit p(d). Wir fˇgen d derSignatur hinzu und nehmen als Interpretation von d einObjekt, fˇr das p zutrifft.Signatur: Konstante: a, b, cSignatur’: Konstante:a, b, c, d Interpretation a --> o1, d --> o1Struktur: Objekte: o1, o2, o3 Pr�dikat p: (o1)

Logische Grundlagen27Skolemisierung" X $ Y X > YHier k˚nnen wir nicht alle Interpretationen fˇr eine neue Konstante ddurchprobieren, denn die Belegung von Y ist abh�ngig von dervon X." X X > g(X)Fˇr jeden Existenzquantor in der Formel wird angewandt:¥wir w�hlen eine neue Funktion g, deren Stelligkeit gleich derAnzahl von "-Variablen links von Y ist.¥streichen $ Y aus dem Pr�fix und¥ersetzen alle Vorkommen von Y in der Formel durch die Funktiong(X).Die Ursprungsformel ist widersprˇchlich (unerfˇllbar) gdw. dieskolemisierte Formel unerfˇllbar ist.Skolemisierung kann also bei Widerspruchsbeweisen angewandtwerden.

Logische Grundlagen28Beispiel" X $ Y > (X , Y) wird zu " X > (X, g(X))Signatur: Variable: X, Y der Sorte s ...Signatur’: Variable: X der Sorte s Operationssymbol: g: s --> s Pr�dikatsymbol >: s,sInterpretation g(X) --> 2.Stelle in >-Tupeln, (X, _)Struktur: Objekte: natˇrliche Zahlen Pr�dikat >: (1,0), (2, 0), (3, 0), ... (2, 1), (3, 1), ... ...Wenn $ Y > (X , Y) in der Struktur nicht gilt, finden wireinmal fˇr ein bestimmtes X kein Tupel, k˚nnen also g(X)nicht belegen.Auf diese Weise brauchen wir g nicht ’wirklich’ zu definieren (z.B.als X+n).

Logische Grundlagen29Es geht auch ohne...Skolemisierung, wenn es nur eine Variable X gibt:T |= $ X ABeweis durch Widersprˇchlichkeit von T mit Â $ X AT, Â $ X A |= f ist identisch mit T, " X Â A |= fBei dem Beweis wird X in A durch einen Term substituiert. Daes nur eine Variable gibt, ist A s ein Grundbeispiel.Wenn T widerspruchsfrei ist, liefert der Widerspruchsbeweisauf die Frage:" gibt es ein X mit A?" die Antwort:"ja, z.B. As"Da A im Beweis mehrfach verwendet wird, entspricht $ einerDisjunktion von Grundbeispielen A [X/t1] v ... v A [X/tn].T |= $ X A gdw. $ A s1, ..., A sn, so da§ T |= A s1 v ... v A sn

Logische Grundlagen30HerbranduniversumDas Herbranduniversum fˇr eine skolemisierte Formel A:¥Alle in A vorkommenden Konstanten sind darin. FallsA keine Konstanten enth�lt, so ist a darin.¥Fˇr jedes in A vorkommende Funktionssymbol f/n undTerme t1, ..., tn passender Sorten ist f(t1, ..., tn) darin.A = " X " Y $ Z p(X, f(Y), Z) ergibt skolemisiert:AÔ= " X " Y p(X, f(Y), g(X,Y))Herbranduniversum:{a, f(a), g(a,a), f(f(a)), f(g(a,a)), g(a, f(a)), g(f(a), a),g(f(a), f(a)), f(f(f(a))), ...}

Logische Grundlagen31FolgernAus der Formelmenge X folgt logisch (semantisch) dieFormel A, geschrieben X |= A, gdw.fˇr jede Struktur M gilt:wenn M Modell von X ist, so ist M ein Modell von A.Die Menge aller Folgerungen aus X, geschrieben Cons(X)ist definiert:{A| A ist eine wohlgeformte Formel und X |= A}

Logische Grundlagen32Kalkˇl¥Syntax (was sind wohlgeformte Formeln),Inferenzregeln (und Axiome)¥Die Inferenzregeln rekonstruieren syntaktisch dieFolgerung.¥Die syntaktische Rekonstruktion der Folgerung hei§tAbleitung, geschrieben |- .¥Ein Ableitungsoperator ist korrekt:wenn X |- A dann X |= A¥ vollst�ndig:wenn X |= A dann X |- A

Logische Grundlagen33InferenzregelnR:¥positive Schnittregel:w --> P , P & C --> D |- C--> D¥negative Schnittregel:A --> P, P & C --> f |- A & C --> fR ist korrekt, aber nicht vollst�ndig, weil Tautologien nichtabgeleitet werden, d.h. aus der leeren Menge wirdnichts abgeleitet.Fˇr das Widerlegen ist R korrekt und vollst�ndig.

Logische Grundlagen34Resolution¥Schnittregel und Unifikation ergeben Resolution:K1, K2 |- (K1 - {L})s È (K2 - {ÂL«})s¥Seien K1 und K2 Klauseln. R hei§t Resolvent von K1und K2, falls es ein Literal L gibt mit L in K1 und ÂL«in K2 und s unifiziert L und L«.R = (K1 - {L})s È (K2 - {ÂL«})s¥Wenn R die leere Menge ist, ist K2 bewiesen.

Logische Grundlagen35BeispielProgramm:loc(P, Place):- at(P, Place).loc(P, Place):-visit(P, Other),at (Other, Place).at(uta, r117).visit(uwe, uta).Anfrage::- loc(uwe, W)loc(uwe, W)at(uwe, W) visit(uwe, O) at(O, W)O = uta O = uta, W = r117

Â loc(uwe,W) Â at(P, Place

),loc(P, Place

)Âat(uwe, W)

Âloc(uwe, W) Â visit

(P,O), Â at(O, Place

), loc(P, Place

)Âvisit(uwe,O), Âat(O, W)

Âvisit(uwe,O) visit

(uwe, uta)[Ê] O = uta

Â at(O, W) at(uta, r117)[Ê] W = r117

Logische Grundlagen36Verwendung von Logik¥Beschreibung eines Repr�sentationsformalimus« --wohlfundierte Semantik¥Repr�sentationsformalismus --Probleml˚sen als Beweis, Grammatikrepr�sentation,Repr�sentation der Semantik natˇrlicher Sprache, ...¥Programmiersprache --logische Programmierung¥Realisierung von Operationen auf dem Rechner